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Résumé. Dans ce travail, nous déterminons 'ensemble des points algébriques de degré
quelconque sur @ sur la courbe C d’équation affine : y* = 3(=% — 1).
L’énoncé obtenu étend un résultat de S. Siksek qui a décrit dans [3] 'ensemble des points
J-rationnels sur cette courbe.

A bstract. In this work, we determine the set of algebraic points of given degree over
@ on the curve C given by the affine equation y* = 3(z% — 1).
This result extends a result of S. Siksek who described in [3] the set of rational points on
this curve.
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l. INTRODUTION

Etant donnée une courbe algébrique C définie sur un corps de nombres K, on note

C(K) I'ensemble des points sur C rationnels sur K, et | J C(K) I'ensemble des points
(K-Ql<d

algébriques de degré au-plus d sur @@ sur la courbe C. Le degré d'un point algébrique R
est le degré de son corps de définition sur J; en d’antres termes deg(R) = [Q(R) : Q].
Dans cette note, notre travail va consister en I'étude de quelques cas particuliers, o 'on
peut déterminer explicitemment les points algébriques de degré quelconque sur la courbe C
d’équation atfine

Bl [

y* =36~ 1) (1)

Il semble qu'une condition indispensable est le fait que le groupe de Mordell-Weil que
nous notons J(Q) des points rationnels sur @ de la jacobienne J de C soit fini. Notons
P = (1,0) et oo le point & l'infini. Dans [3], Siksek a donné une description des points
rationnels sur ) sur cette courbe. Cette description s'énnonce comme suit :

Proposition. Les points @—rationnels sur la courbe € sont donnés par C(Q) = {oo, P}.

Nous étendons ce résultat, en donnant une description explicite des points algébriques
de degré quelconque sur @ sur la courbe C.
Nos outils essentiels sont :

- Le groupe de Mordell-Weil J(Q) (voir [3]),

- Le théoréme d’Abel Jacobi (voir [1]),

- Des systémes linéaires sur la courbe C.

Notre résultat principal s’énonce comme suit :
Théoréme. L'ensemble des points algébriques de degré au-plus d sur @@ sur la courbe
C est donné par :
lJ C(K)=FRUHRk
KQl<d
avec
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Fl: T,

| a;, b; € Q vérifiant T, nz1a; = 0 et x racine de l'équation (&)

2 Résultats auxiliaires

Pour un diviseur D sur C, nous notons £ (D) le Q— espace vectoriel des fonctions
rationnelles F sur C telles que F =0 ou div (F) > —D; I (D) désigne la Q—dimension de
£ (D). On montre dans [3] que le groupe de Mordell-Weil de la jacobienne J(Q) de C est
isomorphe a Z/2Z et C est une courbe hyperelliptique de genre g = 2.

Soient = et y les fonctions rationnelles définies sur C par :

z(X,Y, Z) = % et y(X, Y, Z) = %
L' équation projective de la courbe C est :
C:YZ'=3(X" - 7% (2)

On désigne par j(P) la classe notée [P — oo| de P—oo0, c’est- & dire que j est le plongement
jacobien € — J(Q).
Notons 51 = €7 et posons A = (0,351 pour k € {0,1}.
Notons 7y = €' et posons By = (n3%,0) pour k € {0,1,2,3,4}.
Désignons par D.C le cycle d'intersection d’une courbe algébrique D définie sur @ et C.
Lemme 1.

o div(r—1)=2P — 200

. dit:{-y) =By+ B+ B+ Bs+ By — 500

o div(z) = Ay + A; — 200

Preuve. 1l s'agit d'un simple calcul du type
div(z —a) = (X —aZ =0).C - (Z=0).C. (3)

Par exemple div(zr — 1) = (X —Z =0).C — (4 =0).C.
Ona (X —Z=0)C=2P+ 3 et (Z=0).C=5c0,dondiv(z—1)=2P — 20

Lemme 2.
e L{0)=(1)
e £(200) = (1, x) = L(300)
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Preuve. Résulte du lemme 1 et du fait que d’aprés le théoréme de Riemann-Rock on
a l(moc) =m — 1 dés que m > 3.

Lemme 3.
Une Q-base de L (moc) est donné par :

Bmz{xﬂéeNetig%} U {x-"y|jENetjg mz_d}
Preuve. Voir [2].
Lemme 4. J(Q) X Z/2Z = ([P — o0]) = {a[P — o] ,a € {0,1}}.
Preuve. Voir [3].

3 Démonstration du théoréme

Soit It € C{@ avec [Q[R] : Q] = n. Les travaux de Siksek dans [3] nous permettent
de supposer que n = 2. Notons Ry, s, ..., Ry les conjugués de Galois de R.
On sait que [Ry + Ba+---+ R, — no-c] < J(Q), d'on d’aprés le lemme 4,
[R1+Rg—|—---+f?ﬂ—noc]—a[P oo], 0<a<l (%)
Selon les valeurs de a € {0,1}, on a les deux cas suivants :
Premier cas : a = 0
La relation (%) devient

By +FRy+---+ R, —noo] =0

Le théoréme d’Abel Jacobi entraine l'existence d'une fonction rationnelle F sur @ telle
que

div{F}:B1+Bg+"'+Rﬂ—RDO [:4)

donc F € £(noo), et d’aprés le lemme 3 on a

F[:I,y (Zﬂa: )+(yz;_bj'r}) (5)

Aux points R; on doit avoir
(Z a-f.ri) + (y Z b_,rj) =0 [:6)
=3 jengs

et par suite la relation y* = 3(1‘5 — 1) donne 'éguation

> @i’

1{”

S

jens 5

d’ot1 y = —

) )

(&) : (Z a{.ri) =3 ( z;s bjrf) (x® — 1)

On trouve ainsi une famille de points

Z al-;r-i

Fo= T, —% | ai,bj € Q@ et x racine de E'équaféoﬂ {So)
jsnzt
Deuxiéme cas : a = 1
La relation () s'écrit [[t1 + Ra+ -+ + Ry — noo] = [P — oo = — [P — od].

Il existe alors une fonction F telle que

div(F)=Ri+Ro+---+ Ry + P —(n+1)oc (7)
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donc F € L((n+ 1)c0), et d’aprés le lemme 3, on a

F(z,y) = (_Zl airi) + ('y _2_4 bﬂj) (8)

I3

On a F(P) =0 donne la relation

Z ﬂ-;:D
1

.t
£

Aux points F; on doit avoir

( S aixi) + (y S bjrj) =0 (9)

Z ai-r-i

ignfl
4= Z bj;l'-j

o nd
===

et par suite la relation y* = 3(z® — 1) donne I'équation

(&) : (Z;ar) =3 (_zﬂ;bjx-‘f) (z° — 1)

et par suite la relation y* = 3(z° — 1) donne I'équation

(E): | Y ax™| =3[ Y bt (z°—1)
ot st

On trouve ainsi une famille de points

Z ﬂil'i

i<t
Fi=¢ |z, ———— || ai,b; € Q vérifiant > a; =0 et x racine de l'équation (&)
g bfl"T mtd
: iS5
iseyt i
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